Modelos Lineales



Optimizacién
Para modelizar la relacién entre una variable dependiente Y y
ciertos predictores X; asumimos un modelo de la forma

Y:/BO_’_B]_XI +B2X2++Bpo+n

En realidad tenemos N observaciones y por lo tanto para cada
observacién (y;,x;) tenemos

Y = Bo + B1zy, + Boy, + -+ Bpz, +1

O bien, matricialmente

T
Y =0 x;+1n

El error n es desconocido y, en principio, no es necesario asumir
nada sobre este.



Para predecir valores de y; es necesario estimar 3 por 3 dando
lugar al siguiente modelo predictivo:

. - . T
Yi = Bo + Pray, + Baxy, + -+ Bpx, =B x5

Una forma de estimar § es minimizar alguna funcién del error de
aproximar y por y;:

N

B= argmin [J(5)] = arg min > (v —8"x,)

B B =1

2

El 5 que minimiza el error cuadratico se conoce como estimador
de minimos cuadrados. Esto es lo que se conoce como enfoque
de optimizacion.
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Estadistica clasica

Asumiendo un modelo probabilistico para el error, n ~ N (0, 02) se
puede obtener el estimador de maxima verosimilitud de S.

La funcién de verosimilitud viene dada por el producto de las
funciones de densidad normales:
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Maximizar la verosimilitud equivale a minimizar el opuesto de la
log-verosimilitud

L(B,0ly) =log(¢(B,0ly))

1/2 ;=67 x;)?

BML = arg;nin Zlog (me > e 252

La expresidn anterior puede minimizarse primero respecto de 5y
luego respecto de o. Resulta que maximizar la verosimilitud
respecto de 3 equivale a minimizar el error cuadrético.



Estadistica bayesiana

En estadistica bayesiana, consideramos a los pardmetros como
variables aleatorias y les asignamos una distribucién a priori.

Ademas, contamos con un modelo generativo (probabilistico) para
las observaciones: jcémo obtendriamos observaciones si
conociéramos los pardmetros? Es una decisién de la modelizacién.



Aqui asumimos:

Y, | B0 ~ N (8" x;,0%)

o bien decimos

Y;' ~ N(Mion)
i = Bo + Bray, + Boxy, + - + By,

Y completamos el modelo especificando una distribucién a priori

p(B,0)



La estimacién se hace siempre de la misma manera

p(B,0|y) x p(y|B,o)p(B,0)



Observando un dato (jse puede hacer inferencia con un solo
punto?)..
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Observando el dato que sigue..
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Observando dos puntos juntos..
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Comparemos con un prior méas fuerte...
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Observando un punto (;se puede hacer inferencia con un solo
punto?)




Observando diez puntos




1 depende de los pardmetros (y por supuesto del valor de z), por

lo que tiene una distribucién de probabilidad asociada
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Por supuesto, las predicciones para y (4) también son
probabilisticas: distribucién predictiva a posteriori
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Resumen

>

>

>

Tenemos una distribucién de probabilidad para los parametros.
Es decir, tenemos incertidumbre en los valores de los
parametros

Tenemos que trabajar con todo el posterior (a través de
muestras) y no con estimaciones puntuales

No confundir prediccion de la media (también llamado
predictor lineal) con distribucién predictiva (para las
observaciones)

A medida que aumenta el tamafo de muestra, los coeficientes
de la regresidon se estiman cada vez con mayor precisiéon y la
incertidumbre del predictor lineal desaparece (incertidumbre
epistémica). No obstante, la incertidumbre en la distribucién
predictiva no desaparece (siempre quedara o: incertidumbre
aleatoria).



Validacion interna

P El modo fundamental de validar el ajuste de un modelo
bayesiano es generar réplicas del conjunto de datos (utilizando
el modelo ajustado) y compararlas con los datos reales. Esto
es lo que se conoce como validacién interna.

P> Para cada muestra de pardmetros del posterior podemos
generar un dataset

v [y || v
v® | y® |.|y®
v |y ||y

P> Esta practica da lugar a los posterior predictive checks (PPC)
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Validacion externa

vy v Vv

Idealmente quisiéramos ver si nuestro modelo tiene capacidad
predictiva para datos nuevos (no usados para ajustarlo)

Antes de preocuparnos por los datos nuevos, pensemos en las
predicciones... Las predicciones son probabilisticas

No podemos simplemente comparar y, con g,

Debemos utilizar toda la distribucién a posteriori para evaluar
el ajuste (y la capacidad predictiva) del modelo



Un posible score predictivo para un determinado valor y; es la
probabilidad que el modelo le asocia (también llamada densidad
predictiva),

S
[ o 10901 9)d0~ 5>l [69)
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El score predictivo total (para todas las observaciones) es la
log-posterior pointwise predictive density. A mayor lppd, mejor es
el ajuste del modelo.

N

tppd = 1o ([ 00 0)p(6 1 )0

1=1



El score predictivo total (para todas las observaciones) es la
log-posterior pointwise predictive density. A mayor lppd, mejor es
el ajuste del modelo.

ppd =3 faprang

1=1

Que podemos estimar a través de muestras del posterior

N 1S ,
=Y (30010
i=1 s=1



La deviance de un modelo es

D = —2 Ippd

P La deviance (o la Ippd) evaltia las predicciones de un modelo
(el ajuste), no nos dice qué tan correcto es..

P Son medidas que siempre mejoran con mas parametros

P> En realidad nos importa cémo se desempefia el modelo con
datos nuevos.



La Ippd predice el i-ésimo valor con un posterior que usa todos los
datos, incluido el 7. Mas que la Ippd nos interesa su valor esperado
en datos nuevos (elppd). Por supuesto, no conocemos datos
nuevos.



La Ippd predice el i-ésimo valor con un posterior que usa todos los
datos, incluido el 7. Mas que la Ippd nos interesa su valor esperado
en datos nuevos (elppd). Por supuesto, no conocemos datos
nuevos.

Podemos aproximar o estimar elppd haciendo cross-validation (CV)
o, en particular, leave-one-out cross-validation (LOO-CV).

N S
elppd ~ Ippd; , = Zlog (; Zp <yi | 9@))
i=1 s=1

donde los 9(752 son muestras del posterior de ¢ obtenido sin
considerar la 7-ésima observacion.

El problema de hacer LOO-CV es que, si tenemos 1000
observaciones, hay que calcular 1000 distribuciones a posteriori.



No contamos con muestras de p(f | y_;) sino simplemente de

p(0 | y). No sabemos la distribucién a posteriori de 6 sin
considerar la observacién ¢. Hay formas de aproximar el desempeio
en LOO-CV sin necesidad de reajustar el modelo. Una forma de
hacerlo es usar la “importancia” de cada observacién en el
posterior. Esto da lugar a una técnica que se conoce como
Pareto-smoothed importance sampling cross-validation (PSIS)



Histéricamente se han desarrollado los [lamados criterios de
informacion que penalizan la verosimilitud con un término

adicional para compensar la capacidad de sobreajuste de un
modelo que tiene mas pardmetros.



El AIC (Akaike information criterion) es
AIC =D+ 2p = —2 Ilppd + 2p

donde p es el nimero de parametros del modelo y D = —2 lppd se
conoce como deviance. Penalizamos el Ippd con la tendencia (o
capacidad) del modelo de sobreajustar.



El WAIC (widely applicable information criterion) es un criterio
mas general que el AIC (y un poquitito mas dificil de calcular):

WAIC = -2 <1ppd — Z\’e [log (p(y; | 9)])

=1

Zi]il Vy [log (p(y, | €)] es un término de penalizacién que se suele
llamar “ndmero efectivo de pardmetros”. Es la suma de las
varianzas en la log-probabilidad de cada observacién i (o sea, la
varianza total). Si, para un determinado dato 4, las diferentes
muestras del posterior 6’(8) dan como resultado predicciones muy
diferentes, es porque el modelo tiene mucha incertidumbre (y es
posiblemente muy flexible).
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