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El Problema

Tipicamente interesa resolver los siguientes problemas:

P Calcular integrales de la forma E[¢ f¢ x (law
of the unconscious statistician)

P Generar S muestras independientes z(*) de una distribucién
de probabilidad p(z)

En la estadistica bayesiana, = es 6, el pardmetro desconocido de
alguna distribucién de probabilidad y p(z) es el posterior.



Métodos de Montecarlo
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Para el primer problema, sabemos que si X; ~ p(z), bajo ciertas
condiciones podemos aproximar

1
E[X] ~ NZ&:Z
i—1

Si X es una variable aleatoria, entonces para funciones continuas ¢
tenemos que ¢(X) también es una variable aleatoria y por lo tanto

N
~ [ stmia)de ~ }VZ o(x;)

Es decir, si los x; son muestras de p(z ) entonces la integral
[ ¢(x)p(x)dx puede aproximarse por 4 Z L ().
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Esto ya lo hemos hecho

P La distribucién predictiva a posteriories [p(y | 0)p(6 | y)df y
. 1 N ~
puede aproximarse por 1 >.." (¥ | 0;)
P El riesgo bayesiano es [[L(0,0)p(0 | y)dO y puede
. N 5
aproximarse por 3 Z L L(0;,0)
P Si consideramos Ia |ntegra| f[lgeAp 0| y)do = fA (0| y)do
es la probabilidad de que 6 esté en A y puede aproximarse por

1 N
N Zi:1 HeieA



Teniendo muestras de p(x) es facil estimar las integrales
E[¢(x)] = [ ¢(x)p(z)dz por lo que nos centraremos en el
problema de cémo obtener muestras de p(z).



Teniendo muestras de p(x) es facil estimar las integrales

E[¢(x)] = [ ¢(x)p(z)dz por lo que nos centraremos en el
problema de cémo obtener muestras de p(z).

Para algunas distribuciones de probabilidad es facil obtener
muestras. Pero no siempre existe una funcién rbinom, rbeta,
rnorm, rpois, etc.
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Tomar muestras de una distribucién de probabilidad p(x) implica
obtener valores que provienen, con mayor frecuencia, de regiones
donde p(x) es grande.

i Por qué es dificil tomar muestras de una distribucién de
probabilidad?

En estadistica bayesiana tenemos p(0 | y) < p(y | 8)p(6) por lo
que en general llegamos a p*(6 | y) = Z p(0 | y)

P La determinacién de Z implica resolver una integral
(potencialmente multivariada) que puede no tener solucién
analitica (intractability of the integral)

P Adn conociendo Z, no hay una manera determinada de
obtener muestras de p(0 | y)

P> Tomar muestras de distribuciones discretas es mds facil que
hacerlo de distribuciones continuas



i Como tomamos muestras de una distribucién discreta?
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Grid approximation

Una solucién puede ser discretizar la variable. Esta solucién vale
incluso si no conocemos Z. Conocemos p*(z) = Z p(x)
(izquierda) y pasamos a una discreta p*(z) = Z p(x) (centro).



Grid approximation

Una solucién puede ser discretizar la variable. Esta solucién vale
incluso si no conocemos Z. Conocemos p*(z) = Z p(x)

(izquierda) y pasamos a una discreta p*(z) = Z p(z) (centro).

Evaluando p* en todos los posibles z; de la grilla podemos

calcular Z = >.;P*(x;). Luego tomamos muestras de p(x)
(derecha).

3

0.15

p*(x)
p*(x)




En cédigo:

prob <- function(x) return(exp(0.4*(x-0.4)72 - 0.08%x74)) # sabemos evaluar p
x <- seq(-4.5, 4.5, 0.5)

p_ <- prob(x) # ~p*

Z_rulito <- sum(p_) # ~Z

p_rulito <- p_/Z # -p

sample(x, replace = TRUE, prob = p_rulito)
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i Como se aplica esto en estadistica bayesiana?

El posterior es 4p(y | 0)p(6). Sabemos calcular el valor del
posterior (sin normalizar) para cualquier valor de 6: haciendo el
producto del prior por el likelihood.

Podemos considerar una grilla de valores del parametro (o los
pardmetros), computar el posterior sin normalizar para cada valor
de la grilla, normalizarlo y tomar muestras de él.

Pero, escala muy mal con el nimero de pardmetros...



Ejemplo

Queremos realizar inferencias so-
bre la media y la varianza de una
normal. Para eso proponemos el
siguiente modelo:

3

Y; | 122 0% ~ N(:ua 02)

(; Cudles son las constantes que °
ajustan el prior?)

To



1. Deberiamos tomar valores de p en el intervalo (—4,4) y
valores de ¢ en el intervalo (0, 3) y construir una grilla de
valores.

2. Para cada valor de la grilla podriamos calular el posterior sin
normalizar haciendo el producto del prior por el likelihood
(necesitamos la muestra).



Rejection sampling

Se basa en buscar una distribucién de probabilidad candidata q(x)
tal que Cq(x) > p*(x). Se toma una muestra de g(z). Luego se
toma una muestra u de Unif(0, Cq(x)). La muestra de g(z) se
retiene si u < p*(x).




Necesitamos elegir con cuidado g(x)




Markov chain Monte-Carlo

Queremos obtener muestras de p(x). Vamos a hacer un viaje por
los distintos valores de = tratando de pasar mas tiempo (més
iteraciones) en los puntos donde p(z) es grande.



Markov chain Monte-Carlo

Queremos obtener muestras de p(x). Vamos a hacer un viaje por
los distintos valores de = tratando de pasar mas tiempo (més
iteraciones) en los puntos donde p(z) es grande.

Idea general:

1. Visitar los distintos valores posibles de x
2. Generar una secuencia de iteraciones: {z1, z(?), .. 209}
3. En general, para obtener z("*1) usamos z(%)

P En nuestro caso tenemos p(6 | y) < p(y | 6)p(0) = p*(6 | )
(unnormalized posterior)

P ; Qué necesitamos? Poder evaluar el prior y poder evaluar el
likelihood para cualquier valor de 6



Metropolis-Hastings (MH)

El algoritmo de Metropolis—Hastings (1953)

1. En la iteracién i estamos en el valor del parametro 6%
2. En funcién del valor de pardmetro actual 0 = ¢,
proponemos un nuevo valor §’ en funcién de ¢(0" | )
3. Decidimos si vamos a la nueva ubicacién 8“1 = 6’ o si nos
quedamos 01 = ¢:
P Calcular la probabilidad de salto:

g = 00 {1’ %)) }

P> Pasar a ¢ con probabilidad cy_,g:

Qi+ 0’ con probabilidad ay_,y
] 9 con probabilidad (1 —ay )



q(0" | 0) se llama distribucién de proposicién o de salto propuesto.
Todo lo que necesitamos saber es dénde estamos f(6) y hacia
donde queremos ir f(6").
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q(0" | 0) se llama distribucién de proposicién o de salto propuesto.
Todo lo que necesitamos saber es dénde estamos f(6) y hacia
donde queremos ir f(6").

Puede probarse que para cualquier ¢(0" | 8), cuando s — o la
s
distribucion de probabilidad de la secuencia {9(5>}

. tiende a
f(6). No sabemos nada sobre la rapidez con la que lo hace.

En infinitos pasos, cualquier cadena dard muestras de la
distribucién f(0), en la préactica hay que tener algunos cuidados.






AR

Necesitamos muestras de p(6)

Tomamos un punto inicial

Elegimos una distribucién de saltos posibles ¢(6" | 0)
Proponemos un salto

iSaltamos?



Notar que la probabilidad de transicionar de 6 a 6’ es
t(0 | 6)=q(0 | 0)ay_ e (la probabilidad de proponer el salto a
ese 0" y de aceptarla)
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el salto sea reversible: es decir, que la probabilidad de estar en 0 y
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transicionar a 0: f(0)t(6" | 0) = f(0")t(0 | 6").
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la probabilidad de pasar de 6 a 6’ (y viceversa)?



Notar que la probabilidad de transicionar de 6 a 6’ es
t(0 | 6)=q(0 | 0)ay_ e (la probabilidad de proponer el salto a
ese 0" y de aceptarla)

En realidad, una de las condiciones necesarias para que la
secuencia de muestras tienda a la distribucién buscada f(6) es que
el salto sea reversible: es decir, que la probabilidad de estar en 0 y
transicionar a 6’ tiene que ser igual que la de estaren €’ y
transicionar a 0: f(0)t(6" | 0) = f(0")t(0 | 6").

Si la distribucién propuesta g es simétrica, esto esta resuelto. jSe
puede elegir una ¢ que no sea simétrica? jQué es lo que nos define
la probabilidad de pasar de 6 a 6’ (y viceversa)?

Tenemos que ajustar la probabilidad de transicién:

N rars
“ {1’ 7(6) (@' | e>}



Para el caso de ¢ simétrica:

theta <- double()
thetal[1] <- -1
i<-1

propuesta <- rnorm(l, mean = thetal[il], sd = 0.8)

f_actual <- fx(thetal[i])
f_propuesta <- fx(propuesta)

alpha <- min(c(1,f_propuesta/f_actual))

quehacemos <- sample(c("salto","no salto"),
size = 1,
prob = c(alpha,l-alpha))

if (quehacemos=="salto") {
theta[i+1] <- propuesta
} else {
theta[i+1] <- thetal[i]
}

Debe repetirse el proceso en un for






i Qué esperamos de nuestra cadena?

P> Representatividad: haber explorado el rango completo de la
distribucién a posteriori, independientemente de las
condiciones iniciales

P> Precision y estabilidad: a lo largo de diferentes cadenas
(distintas condiciones iniciales)

P> Eficiencia: esperamos requerir la menor cantidad posible de
muestras

Ningin objetivo se alcanza absolutamente, existen chequeos
graficos y numéricos para saber si las cadenas de MCMC estén
sanas.



Trace Plots

Graficar los valores que toma el algoritmo como funcién del tiempo
(lo que tipicamente llamamos la cadena). Se tiene que ver como
un fuzzy caterpillar (buen mixing). Para los impresionables: ruido
blanco sin ninglin patrén particular.




Autocorrelacion

Las muestras tienen que ser independientes. La dependencia de
valores anteriores tiene que desaparecer rapido . Podemos medirlo
con la autocorrelacién.

Para cada valor de lag k se calcula la correlacién de la serie
consigo misma originando la funcién de autocorrelaciéon (ACF(k))

0
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Nimero efectivo de muestras

Las muestras no son independientes. jA cudntas muestras
independientes equivalen nuestras S muestras? N, es el nimero
de muestras independientes que tienen el mismo poder de

estimacion que S muestras correlacionadas (el error de estimacién
: 1

es proporcional a

\/Neff)

S
Nepp = S
1+2 Zk:l ACF (k)




El estadistico de Rubin—Gelman R es un indicador de convergencia.
Si miltiples cadenas se establizaron en un muestreo representativo
del posterior, la diferencia promedio entre cadenas debe ser similar
a la diferencia promedio en la cadena.

El valor 1 indica convergencia. Si una cadena se perdi6/divergid, el
R serd mucho mayor a 1.



Si tenemos M cadenas, 0,,, cada una de las cuales tiene S
muestras 65 . La varianza entre cadenas (B) es:

S R s
B:M_IZ:I(Qm—G.)

peo 1 i o®)
m S o m
geo L i 5(e)
* — M s m
La varianza intra cadena (W) es
_ 1 .- 2
W = M n; S



El estimador de la varianza total

— N -1 1
var (0)y) = TW + NB

var'(60]y)

R =
w
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Hamiltonian Montecarlo

P Metropolis-Hastings (MH) es una exploracién a ciegas del

espacio de parametros

La distribucién de propuesta de salto es fija

En las colas de la distribucion, se proponen tanto saltos que se

acercan al grueso (bulk) de la distribucién como saltos que se

alejan. Se rechazan muchos saltos propuestos.

P Hamiltonian-Montecarlo (HMC) es una variante més eficiente
de MCMC. Para lograr la eficiencia, los saltos propuestos se
adaptan a la forma del posterior.

P La forma del posterior esta en su gradiente

\ A 4



P HMC trata de aprovechar la geometria local del posterior para
decidir dénde ir en la préxima iteracion.

P Si bien MH no ignora por completo la forma del posterior,
HMC utiliza méas informacién (el gradiente)

P> Para entender conceptualmente HMC se necesita un poco de
imaginacién y entender algo de Fisica



P p*(6 | y) es el posterior sin normalizar. Consideraremos

>

—loglp"(6 ] )]

Los puntos de alta densidad de probabilidad (maximos locales
de p*(0 | y)) se convierten en minimos locales de

—log[p* (0 | y)]

La légica es la misma que en MH (después de todo, se trata
de un algoritmo de MCMC): estamos en algiin punto del
espacio de pardmetros y decidimos movernos a otro.. Aqui
cambia cémo proponemos un salto.

Para ello, imaginamos un trineo (o culipatin, o bolita) que
puede deslizarse por la superficie determinada por

—log[p*(0 | y)]



P> Si soltamos el trineo en algtin punto de la superficie, tendera a
deslizar hacia abajo de —log[p*( | y)] por efecto de la
gravedad. E ird cada vez mas rapido.

P> Estd bueno que el trineo deslice hacia los minimos de
—log[p*(0 | y)] pues son zonas de alta densidad de
probabilidad

P Quisiéramos que nuestro trineo explore otras zonas del
posterior, para eso en lugar de soltar el trineo le damos un
impulso inicial (velocidad inicial o momento).

P> Este impulso inicial sera aleatorio



P Conociendo la posicién inicial del trineo y el impulso que se le
da (la velocidad inicial), la Fisica permite calcular cudl sera su
trayectoria (y por ende su posicién después de un tiempo)

P La posicién final después de un tiempo sera el nuevo 6
propuesto. Es decir: mientras que en MH proponiamos un
salto con la distribucién ¢(6’ | 8), aqui lo hacemos con un
momento inicial y estudiando la posicién del trineo.

P> Luego se acepta o se rechaza el salto propuesto
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P HMC propone nuevos saltos de manera mas sofisticada que
MH

P> Busca que los saltos propuestos sean hacia valores del
pardmetro mas prometedores



Cémo calcular la trayectoria del trineo es una de las cuestiones
claves del algoritmo. Planteamos la conservacion de la energia:

H(O,v) =U(0) + K(v)

JH se conoce como hamiltoniano y representa la energia total del
sistema que es la suma de la energfa potencial U(6) (funcién de la
posicién 0) y la energia cinética K (v) (funcién de la velocidad v).

Se toma U(§) = —log[p*(0 | y)] y K (v) = $mv?



Las ecuaciones de Hamilton describen el cambio de 6 y de v en
funcién del tiempo

a _ ot
dt Qv
dv OH

dt 90



Es necesario resolver estas ecuaciones.. Queremos hallar la posicién
(0) del trineo tras un tiempo. No se pueden resolver
analiticamente. Discretizamos el tiempo estudiando L pequefios
intervalitos de duracién e



Se tiene:
dv -~ Ut+5 — Uy vt2 - Utl

dt € a €
ﬁ - 0t+a — 0, _ 9t2 _Htl
dt € N €
con lo cual:

v oOH
Uy, = Vg, +€E = Uy, —é‘W
do OH
9t2 = th +€a = 9751 —.—8%

Estas aproximaciones no son buenas...



Leapfrog integrator

Se parte de t y se busca v en t + 5. Luego se busca ff ent + ¢
usando el resultado anterior v en 5.

£ e OH
ot + 5) =v(t) — 5@&

OH
0t +e) = 0(t) + e ~livs
€ IXoN;A



Current sample




La eleccién de € es clave para el algoritmo. Si L - € es pequefio,
tomara mucho tiempo explorar el posterior. Con un valor muy
grande, ocurrirdn giros en U.

Decreasing discretisation length

<. < A




True path Convergent Divergent



1. Propuesta: A partir de ) disparar una bolita en alguna
direccién aleatoria, con una velocidad (momento lineal)
aleatoria

2. Leapfrog integration: Calcular una serie de L pasos (leapfrog
steps) de duracién fija € (step size): instantes dénde vamos a
sacar una foto de la posicién de la particula

3. Aceptacién: Obtener la posicién final 8+ como la posicién
final luego de L steps siempre y cuando la aproximacién haya
sido buena (la energia se haya conservado)
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steps) de duracién fija € (step size): instantes dénde vamos a
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final luego de L steps siempre y cuando la aproximacién haya
sido buena (la energia se haya conservado)

Un € pequeiio da mas resolucién sobre la trayectoria, permitiendo
que la bolita gire angulos pronunciados (; pero?).



1. Propuesta: A partir de ) disparar una bolita en alguna
direccién aleatoria, con una velocidad (momento lineal)
aleatoria

2. Leapfrog integration: Calcular una serie de L pasos (leapfrog
steps) de duracién fija € (step size): instantes dénde vamos a
sacar una foto de la posicién de la particula

3. Aceptacién: Obtener la posicién final 8+ como la posicién
final luego de L steps siempre y cuando la aproximacién haya
sido buena (la energia se haya conservado)

Un € pequeiio da mas resolucién sobre la trayectoria, permitiendo
que la bolita gire angulos pronunciados (; pero?).

Un ¢ grande hard que los saltos sean largos y podemos saltear el
punto donde la particula iba a girar (divergent transition).
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