Distribuciones Conjugadas



Gamma-Poisson

Sea una muestra y = (y1,¥s, ---, Y,,) obtenida de un modelo
Poisson, es decir:

Y, ~ Poisson(\)
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Sea una muestra y = (y1,¥s, ---, Y,,) obtenida de un modelo
Poisson, es decir:

Y, ~ Poisson(\)

Interesa realizar una inferencia sobre el valor de A

i Como asignamos una credibilidad a priori para \?



A ~ Gamma(s, 1)
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El modelo propuesto es
Y | A~ Po()

A ~ Gamma(s,r)

El likelihood es Poisson:
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El prior es Gamma:

Interesa hallar p(\ | y)
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Para que fooop()\ | y)d\ = 1, debe ser

K* _ (n + ’I")Z'L Y;+s

Por lo tanto, resulta que la distribuciéon a posteriori es Gamma de
pardmetros > . y; +syn+r
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Normal-normal

Sea una muestra y = (¥, ¥y, ..., ¥,,) obtenida de un modelo
normal con varianza conocida o2, es decir:
2
Y, ~ N(p,0%)

Interesa realizar una inferencia sobre el valor de u
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El modelo propuesto es:

Yi |~ N(p, 0?)
:UJNN(QJ—Q)

El likelihood es normal:

1
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ply | m) = (7) e 2o

El prior es normal:

Interesa hallar p(u | y)

(5-m)?
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Reflexionemos... )
Yi | o~ N(p,0%)

o~ N(0,7%)
M’yNNOgang)

i Parametros desconocidos en la verosimilitud?
iDimensién y caracteristica del espacio de parametros?
i Constantes de ajuste del prior?

iForma del posterior?

iQuéson 0, y 727
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iParametros de la verosimilitud?




Otro modo de verlo
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i Puedo representar los datos en el grafico de la izquierda?
No, es el mundo de los parametros

i Qué representan los valores marcados con x?

Posibles valores de i1 que podrian esperarse a priori.
iMedia y varianza de la normal de la izquierda?
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iMedia y varianza de las normales de la derecha?
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i Qué estamos viendo?
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A posteriori (luego de observar los datos)... jqué ocurre con la
plausibilidad de los valores de 147?
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iMedia y varianza de la normal de la izquierda?
2
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iMedia y varianza de las normales de la derecha?
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Compromiso

0o + ynt?
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O’2 _ n7'2
Elp(u Iyl =05 5tV 5

Representa un balance (promedio ponderado o combinacién
convexa) entre la media muestral y la media esperada a priori.
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La precisién a posteriori es la suma de las precisiones del priory la
muestra.



Distribucion predictiva a posteriori

p(F|y) = / p(5 | Wp(u | v)dp

El integrando es el producto de dos normales: una normal
bivariada. Por lo tanto toda la integral es una distribucién
marginal de una normal: otra normal.



Demostracién poco formal...

A posteriori vale
y = (y—p +u

y—plp ~  N(O,0%)
ply —~ N@,,77)

n)'n

Resulta

pily) =N(p,, 0% +77)
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La varianza predictiva 02 + 72 es una medida de la incertidumbre a
posteriori respecto a una observacién nueva 7.

La incertidumbre en ¥ proviene de la variabilidad debida al azar (o)
y de la variabilidad debida al desconocimiento de u (7,,)

En otras palabras, si supiéramos que 1 = 2, toda la variabilidad
provendria de o, jpero no sabemos cuanto vale p! Puede ser 2 o
1.98 o0 1.43... Por lo que hay una componente adicional de varianza.
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No se entendié nada. Simular para creer.

i Cémo obtenemos una observaciéon nueva si sabemos que p = 2
(sabiendo que o = 1.2)7
Directamente tomamos una muestra § de NV (u = 2,02 = 1.2%)

y_new <- rnorm(1l, mean = 2, sd = 1.2)

Pero en estadistica bayesiana p tiene una distribucién de
probabilidad (por ejemplo V (6,, = 2,72 = 1.8%)), jcémo
hacemos la simulacién?
1. Tomamos una muestra ;'*) de la distribucién de
2. Obtenemos ¥ a partir de N (u = pu'®), 0% = 1.22)

mu_s <- rnorm(l, mean = 2, sd = 1.8)
y_new <- rnorm(l, mean = mu_s, sd = 1.2)



No se entendié nada. Simular para creer.

i Cémo obtenemos una observaciéon nueva si sabemos que p = 2
(sabiendo que o = 1.2)7
Directamente tomamos una muestra § de NV (u = 2,02 = 1.2%)

y_new <- rnorm(1l, mean = 2, sd = 1.2)

Pero en estadistica bayesiana p tiene una distribucién de
probabilidad (por ejemplo V (6,, = 2,72 = 1.8%)), jcémo
hacemos la simulacién?

1. Tomamos una muestra ;'*) de la distribucién de
2. Obtenemos ¥ a partir de N (u = pu'®), 0% = 1.22)
mu_s <- rnorm(l, mean = 2, sd = 1.8)

y_new <- rnorm(l, mean = mu_s, sd = 1.2)

i Qué va a pasar en cada caso si construimos la distribucién de 7?



La distribucién predictiva contiene la variabilidad inherente al
fendmeno en estudio (o) y la incertidumbre en el parametro .



Normal — normal-gamma-inversa

Sea una muestra y = (y1,¥s, ---, Y,,) obtenida de un modelo
normal con varianza desconocida o2, es decir:

Y, ~ N(p,0?)

E interesa realizar una inferencia sobre el valor de p y el valor de o



Normal — normal-gamma-inversa

Sea una muestra y = (y1,¥s, ---, Y,,) obtenida de un modelo
normal con varianza desconocida o2, es decir:

Y, ~ N(p,0?)

E interesa realizar una inferencia sobre el valor de p y el valor de o

i Como asignamos una credibilidad a priori para y 0?7 jCon una
distribucién en dos dimensiones!



El modelo es

Y, | 1,02 ~ N (1 0?)
w02 ~ NGI(0,7,c, )

uy o? tienen distribucién conjunta normal-gamma-inversa:

« 1 a+1 o2
p(p, 0% 0,7,0,8) = \/;izrﬁ( ) (2> o~ e
o « g

Si anticipamos que la normal-gamma-inversa es conjugada de la
normal (para los pardmetros 1 y 02), jqué podemos decir de la
distribucién a posteriori (conjunta) de y y o



Efectivamente, se puede probar que:

p,o? |y~ NGI,,T,, o, 5B,)

con

0 __ 10+ny
n T4n
T, =T+tn

_ n
o, =a+ 3 .
— 1 2 4 nt (¥=9)
i Parametros desconocidos en la verosimilitud? ;j Dimension del

espacio de parametros? ;jConstantes de ajuste del prior? jForma
del posterior?



Reflexionemos...

2
Vi~ N(p,o?)
o~ N(O,7%)
2
ply~N@,, )
iParametros desconocidos en la verosimilitud? j Dimensién y
caracteristica del espacio de pardmetros? j Constantes de ajuste del
prior? jForma del posterior? ;Qué son 0, y 727
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i Qué representan los valores marcados con x?

Posibles valores de 11 y 02 que podrian esperarse a priori.
i Qué le da forma a la distribucién de la izquierda?

0, 7, ayp

iMedia y varianza de las normales de la derecha?

py o’



i Qué estamos viendo?




A posteriori (luego de observar los datos).. jqué ocurre con la
plausibilidad de los valores de ;1 y 027
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